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Cognome
Nome
Matricola
Risolvere i seguenti esercizi
1. Siano f, g : R → R definite da f(x) = 2x − 3, g(x) = 2 − 3x. Dimostrare che h(x) = f(x + g(x)) e`
invertibile e determinare la funzione inversa h−1(y)
2. Se f(x) =
1
2
ex + 5e−x calcolare f ′(x) + f(x)
3. Sia f(x) = x3 + 3x+ 1, si calcoli la derivata seconda della funzione inversa g(y) di f(x) in y = 1
4. Dimostrare che la funzione y(x) = sin(2 arcsinx) verifica, per −1 < x < 1 l’identita`
(1− x2)y′′(x)− xy′(x) + 4y(x) = 0
5. Calcolare lim
x→0
xex
√
1 + x− ln(1 + x)− 2x2
x2 − sin(x ln(1 + sinx))
6. Tracciare il grafico della funzione f(x) =
(lnx)2
x
nel suo dominio di definizione, indicando punti di
massimo e minimo relativi ed assoluti, eventuali punti di discontinuita` e/o non derivabilita`, indicando
intervalli di concavita` e convessita`. Si studi poi numero ed esistenza delle soluzioni dell’equazione
f(x) = α al variare di α ∈ R
7. Sia f : [a, b]→ R continua in [a, b] e derivabile in ]a, b[ tale per cui esiste c ∈]a, b[ tale che
f(b)− f(c)
f(c)− f(a) < 0.
Dimostrare che esiste un punto d ∈]a, b[ tale che
f ′(d) = 0
• un esercizio 10 punti
• due esercizi 15 punti
• tre esercizi 18 punti
• quattro esercizi 23 punti
• cinque esercizi 28 punti
• sei esercizi 30 punti
• sette esercizi 30 e lode
1 2 3 4 5 6
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Figura 1: Curva di interpolazione
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Cognome
Nome
Matricola
Risolvere i seguenti esercizi
1. Siano f, g : R → R definite da f(x) = 3x − 4, g(x) = 3 − 4x. Dimostrare che h(x) = f(x + g(x)) e`
invertibile e determinare la funzione inversa h−1(y)
2. Se f(x) =
1
2
ex + 6e−x calcolare f ′(x) + f(x)
3. Sia f(x) = x3 + 3x+ 2, si calcoli la derivata seconda della funzione inversa g(y) di f(x) in y = 2
4. Dimostrare che la funzione y(x) = sin(3 arcsinx) verifica, per −1 < x < 1 l’identita`
(1− x2)y′′(x)− xy′(x) + 9y(x) = 0
5. Calcolare lim
x→0
xex
√
1 + x− ln(1 + x)− 2x2
x2 − sin(x ln(1 + sinx))
6. Tracciare il grafico della funzione f(x) =
(lnx)4
x
nel suo dominio di definizione, indicando punti di
massimo e minimo relativi ed assoluti, eventuali di discontinuita` e/o non derivabilita`, punti, indicando
intervalli di concavita` e convessita`. Si studi poi numero ed esistenza delle soluzioni dell’equazione
f(x) = α al variare di α ∈ R
7. Sia f : [a, b]→ R continua in [a, b] e derivabile in ]a, b[ tale per cui esiste c ∈]a, b[ tale che
f(b)− f(c)
f(c)− f(a) < 0.
Dimostrare che esiste un punto d ∈]a, b[ tale che
f ′(d) = 0
• un esercizio 10 punti
• due esercizi 15 punti
• tre esercizi 18 punti
• quattro esercizi 23 punti
• cinque esercizi 28 punti
• sei esercizi 30 punti
• sette esercizi 30 e lode
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Figura 2: Curva di interpolazione
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Risolvere i seguenti esercizi
1. Siano f, g : R → R definite da f(x) = 4x − 5, g(x) = 4 − 5x. Dimostrare che h(x) = f(x + g(x)) e`
invertibile e determinare la funzione inversa h−1(y)
2. Se f(x) =
1
2
ex + 3e−x calcolare f ′(x) + f(x)
3. Sia f(x) = x3 + 3x+ 3, si calcoli la derivata seconda della funzione inversa g(y) di f(x) in y = 3
4. Dimostrare che la funzione y(x) = sin(4 arcsinx) verifica, per −1 < x < 1 l’identita`
(1− x2)y′′(x)− xy′(x) + 16y(x) = 0
5. Calcolare lim
x→0
xex
√
1 + x− ln(1 + x)− 2x2
x2 − sin(x ln(1 + sinx))
6. Tracciare il grafico della funzione f(x) =
(lnx)2
x
nel suo dominio di definizione, indicando punti di
massimo e minimo relativi ed assoluti, eventuali punti di discontinuita` e/o non derivabilita`, indicando
intervalli di concavita` e convessita`. Si studi poi numero ed esistenza delle soluzioni dell’equazione
f(x) = α al variare di α ∈ R
7. Sia f : [a, b]→ R continua in [a, b] e derivabile in ]a, b[ tale per cui esiste c ∈]a, b[ tale che
f(b)− f(c)
f(c)− f(a) < 0.
Dimostrare che esiste un punto d ∈]a, b[ tale che
f ′(d) = 0
• un esercizio 10 punti
• due esercizi 15 punti
• tre esercizi 18 punti
• quattro esercizi 23 punti
• cinque esercizi 28 punti
• sei esercizi 30 punti
• sette esercizi 30 e lode
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Figura 3: Curva di interpolazione
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Risolvere i seguenti esercizi
1. Siano f, g : R → R definite da f(x) = 5x − 6, g(x) = 5 − 6x. Dimostrare che h(x) = f(x + g(x)) e`
invertibile e determinare la funzione inversa h−1(y)
2. Se f(x) =
1
2
ex + 2e−x calcolare f ′(x) + f(x)
3. Sia f(x) = x3 + 3x+ 6, si calcoli la derivata seconda della funzione inversa g(y) di f(x) in y = 6
4. Dimostrare che la funzione y(x) = sin(5 arcsinx) verifica, per −1 < x < 1 l’identita`
(1− x2)y′′(x)− xy′(x) + 25y(x) = 0
5. Calcolare lim
x→0
xex
√
1 + x− ln(1 + x)− 2x2
x2 − sin(x ln(1 + sinx))
6. Tracciare il grafico della funzione f(x) =
(lnx)4
x
nel suo dominio di definizione, indicando punti di
massimo e minimo relativi ed assoluti, eventuali punti di discontinuita` e/o non derivabilita`, indicando
intervalli di concavita` e convessita`. Si studi poi numero ed esistenza delle soluzioni dell’equazione
f(x) = α al variare di α ∈ R
7. Sia f : [a, b]→ R continua in [a, b] e derivabile in ]a, b[ tale per cui esiste c ∈]a, b[ tale che
f(b)− f(c)
f(c)− f(a) < 0.
Dimostrare che esiste un punto d ∈]a, b[ tale che
f ′(d) = 0
• un esercizio 10 punti
• due esercizi 15 punti
• tre esercizi 18 punti
• quattro esercizi 23 punti
• cinque esercizi 28 punti
• sei esercizi 30 punti
• sette esercizi 30 e lode
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Figura 4: Curva di interpolazione
Soluzione
1. Siano f, g : R → R definite da f(x) = ax − b, g(x) = a − bx. Dimostrare che h(x) = f(x + g(x)) e`
invertibile e determinare la funzione inversa h−1(y)
Procedimento. Si ha
h(x) = f(x+ g(x)) = f(x+ a− bx) = a(x+ a− bx)− b = a2 − b+ a(1− b)x
La funzione h(x) e` una retta, che e` certamente invertibile, in quanto l’equazione h(x) = y ha soluzione
unica per ogni y ∈ R
a2 − b+ a(1− b)x = y =⇒ x = a
2 − b− y
a(b− 1)
Dunque
h−1(y) =
a2 − b− y
a(b− 1)
2. Se f(x) =
1
2
ex + ce−x calcolare f ′(x) + f(x)
Procedimento. Si ha
f ′(x) + f(x) =
1
2
ex − ce−x + 1
2
ex + ce−x = ex
3. Sia f(x) = x3 + 3x+ c, si calcoli la derivata seconda della funzione inversa g(y) di f(x) in y = c
Procedimento.
Innanzitutto notiamo che essendo f ′(x) = 3x2 + 3 > 0 la funzione assegnata e` invertibile da R a R ed
essendo f(0) = c per la formula (pagina 84 teorema 4.28 del libro di testo)
g′′(y) = − f
′′(x)
(f ′(x))3
che in questo caso, per quanto premesso, va calcolata per x = 0 abbiamo, essendo f ′′(x) = 6x
g′′(y) = − 0
33
= 0
4. Dimostrare che la funzione y(x) = sin(a arcsinx) verifica, per −1 < x < 1 l’identita`
(1− x2)y′′(x)− xy′(x) + a2y(x) = 0
Procedimento. Ci servono le due derivate (prima e seconda) della funzione y(x). Ricordiamo poi
che −1 < x < 1 in tutto il seguito. Per la derivata prima, usando la derivata della funzione composta
otteniamo:
y′(x) = cos(a arcsinx)
a√
1− x2 = a
cos(a arcsinx)√
1− x2 .
Per la derivata seconda, oltre alla derivata della funzione composta ci serve la derivata del quoziente:
y′′(x) = a
(cos(a arcsinx))′
√
1− x2 − cos(a arcsinx)
(√
1− x2
)′
(√
1− x2
)2
ed essendo
(cos(a arcsinx))′ = − sin(a arcsinx) a√
1− x2 ,
(√
1− x2
)′
= − x√
1− x2
otteniamo
y′′(x) = a
−a sin(a arcsinx) + x cos(a arcsinx)√
1− x2
1− x2
Quindi abbiamo calcolato il primo addendo dell’espressione che si vuole determinare:
(1− x2)y′′(x) = −a2 sin(a arcsinx) + ax cos(a arcsinx)√
1− x2
Poi ricordata l’espressione trovata per y′(x) abbiamo
(1− x2)y′′(x)− xy′(x) = −a2 sin(a arcsinx) + ax cos(a arcsinx)√
1− x2 − x
(
a
cos(a arcsinx)√
1− x2
)
e, quindi, semplificando
(1− x2)y′′(x)− xy′(x) = −a2 sin(a arcsinx)
che ricordata la definizione di y(x) = sin(a arcsinx) e` esattamente quanto si doveva determinare.
5. Calcolare lim
x→0
xex
√
1 + x− ln(1 + x)− 2x2
x2 − sin(x ln(1 + sinx))
Procedimento.
Usiamo gli sviluppi di MacLaurin. Siccome tanto a numeratore quanto a denominatore abbiamo che
l’unica componente polinomiale e` di potenza 2, includiamo negli sviluppi i termini fino all’ordine 3.
Iniziamo dal primo addendo a numeratore: essendo
• x√1 + x = x
(
1 +
x
2
− x
2
8
+ o(x2)
)
= x+
x2
2
− x
3
8
+ o(x3)
• ex = 1 + x+ x
2
2
+
x3
6
+ o(x3)
otteniamo, moltiplicando e scartando le potenze di grado ≥ 4
xex
√
1 + x = x+
3
2
x2 +
7
8
x3 + o(x3)
Studiamo poi il secondo addendo del numeratore, cioe`
− ln(1 + x) = −
(
x− x
2
2
+
x3
3
+ o(x3)
)
Assemblando il primo e secondo addendo del numeratore otteniamo quindi:
xex
√
1 + x− ln(1 + x) = 2x2 + 13
24
x3 + o(x3)
Pertanto abbiamo completato lo sviluppo del numeratore
xex
√
1 + x− ln(1 + x)− 2x2 = 13
24
x3 + o(x3)
Per il termine a denominatore ricordato che sin y = y − y
3
6
+ o(y3) abbiamo
sin(x ln(1 + sinx)) = x ln(1 + sinx) +
[x ln(1 + sinx)]3
6
+ o([x ln(1 + sinx)]3)
Ora siccome ln(1 + z) = z + o(z) abbiamo che il secondo addendo nello sviluppo precedente e`
trascurabile rispetto a potenze di ordine 6 per x→ 0 in quanto
[x ln(1 + sinx)]3 = [x(sinx+ o(x))]3 = [x(x+ o(x))]3 =
[
x2(1 + o(1))
]3
= x6 + o(x6)
Pertanto questi termini, se ci arrestiamo a sviluppare, il primo addendo fino a potenze di ordine < 6
possono essere trascurati. Pertanto, considerando il primo addendo, abbiamo, essendo nel nostro caso
sufficiente arrestarci al terzo ordine
x ln(1 + sinx) = x
(
sinx− (sinx)
2
2
)
= x
(
x+ o(x2)− (x+ o(x))
2
2
)
= x2 − x
3
2
+ o(x3)
In definitiva
sin(x ln(1 + sinx)) = x2 − x
3
2
+ o(x3)
e, allora:
x2 − sin(x ln(1 + sinx)) = x
3
2
+ o(x3)
Finalemnte possiamo concludere che
lim
x→0
xex
√
1 + x− ln(1 + x)− 2x2
x2 − sin(x ln(1 + sinx)) = limx→0
13
24x
3 + o(x3)
x3
2 + o(x
3)
=
13
12
6. Tracciare il grafico della funzione f(x) =
(lnx)2
x
nel suo dominio di definizione, indicando punti di
massimo e minimo relativi ed assoluti, eventuali punti di discontinuita` e/o non derivabilita`, indicando
intervalli di concavita` e convessita`. Si studi poi numero ed esistenza delle soluzioni dell’equazione
f(x) = α al variare di α ∈ R
Procedimento.
Per via del logaritmo la funzione e` definita per x > 0 il che comporta che f(x) ≥ 0 per ogni x > 0 e
in particolare essendo ln 1 = 0 abbiamo che (1, f(1)) = (1, 0) e` punto di minimo assoluto per f.
Per x→ 0+ la funzione si presenta nella forma
+∞
+0
che non e` indeterminata, ma positivamente divergente, quindi
lim
x→0+
(lnx)2
x
= +∞
Per x → +∞ si presenta una forma indeterminata +∞
+∞ che puo` essere trattata con il teorema di de
l’Hopital:
lim
x→+∞
(lnx)2
x
= lim
x→+∞
2(lnx) 1x
1
= 2 lim
x→+∞
1
x
= 0
Si noti che questo ci permettre di “prevedere” l’esistenza di un punto di massimo relativo di ascissa
> 1.
Calcoliamo la derivata prima
f ′(x) =
2 lnx 1x x− (lnx)2
x2
=
lnx (2− lnx)
x2
Pertanto
f ′(x) ≥ 0 ⇐⇒ lnx(2− lnx ≥ 0) ⇐⇒ 1 ≤ x ≤ e2
confermando l’esistenza del punto di massimo relativo nel punto (e2, f(e2) = (e2, 4e−2)
La derivata seconda e`
f ′′(x) =
2
(
ln2 x− 3 lnx+ 1)
x3
Ora osservato che vale la formula di fattorizzazione
y2 − 3y + 1 =
(
y − 3−
√
5
2
)(
y − 3 +
√
5
2
)
abbiamo che
f ′′(x) > 0 ⇐⇒ lnx < 3−
√
5
2
∨ lnx > 3 +
√
5
2
Abbiamo cos`ı che f e` convessa per
x < e
3−√5
2 ∨ x > e 3+
√
5
2
I rispettivi punti di flesso sono(
e
3−√5
2 ,
1
4
(
3−
√
5
)2
e
1
2(
√
5−3)
)
,
(
e
3+
√
5
2 ,
1
4
(
3 +
√
5
)2
e
1
2(−3−
√
5)
)
Il grafico e` pertanto come nella figura
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Figura 5: Esercizio 6
Dal grafico vediamo che l’equazione f(x) = α ha tre soluzioni per 0 < α < f(e2) = 4e−2, due soluzioni
per α = 4e−2, una soluzione per α > 4e−2 e per α = 0, nessuna soluzione per α < 0
7. Sia f : [a, b]→ R continua in [a, b] e derivabile in ]a, b[ tale per cui esiste c ∈]a, b[ tale che
f(b)− f(c)
f(c)− f(a) < 0. (∗)
Dimostrare che esiste un punto d ∈]a, b[ tale che
f ′(d) = 0
Siccome per ipotesi esiste c ∈]a, b[ per cui vale (∗) se applichiamo il teorema di Lagrange ai due
intervalli [a, c] e [c, b] avremo esistenza di due punti c1 ∈]a, c[ e c2 ∈]c, b[ tali che
f ′(c1) =
f(c)− f(a)
c− a , f
′(c2) =
f(b)− f(c)
b− c
Moltiplichiamo le due uguaglianze ottenendo
f ′(c1)f ′(c2) =
f(c)− f(a)
c− a
f(b)− f(c)
b− c =
f(b)− f(c)
f(c)− f(a)
(f(c)− f(a))2
(c− a)(b− c)
E da quest’ultima e dall’ipotesi abbiamo allora che
f ′(c1)f ′(c2) < 0
Ma, allora per il teorema di Darboux abbiamo l’esistenza di un punto d ∈]c1, c2[⊂ [a, b] tale che
f ′(d) = 0 come volevasi.
